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К ИСТОРИИ СИМВОЛИЧЕСКОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

1. Символическое, или операционное, исчисление позволяет сводить задачи анализа к ал
гебраическим. Например, символические, или операторные, методы решения дифференци
альных уравнений состоят в том, что с помощью некоторого преобразования от исходного
дифференциального уравнения переходят к алгебраическому, более «простому*, а после ис
следования последнего «возвращаются обратно».

В последнее время возникло далеко идущее расширение операционного исчисления
микролокальный анализ, который стал мощным средством исследования в современной ма
тематике, прежде всего, в теории дифференциальных уравнений с частными производными.
В современной форме он появился в середине 60-х гг. и связан с именами Дж. Кона, Л. Ни-
ренберга, В. П. Маслова и др.

Микролокальный анализ позволил достичь значительных результатов в области диффе
ренциальных уравнений с переменными коэффициентами. Еще в 60—70-е гг. с его по
мощью В. П. Маслову удалось создать общий операторный метод решения дифференциаль
ных уравнений с переменными коэффициентами (см. [1]). При этом, как он отмечает, он
опирался на идею известного американского физика Р. Фейнмана (см. [2]) отом, что «если
порядок действия операторов определяется индексами, то операторы становятся как бы ком
мутирующими* {1, с. I0J. Ниже будет, в частности, показано, что эта идея возникла значи
тельно раньше, во второй половине XIX в., но впоследствии была забыта.

В. П. Маслов исходил из операционного исчисления О. Хевисайда, которое исторически
следует рассматривать как продолжение разрабатывавшегося в первой половине XIX в.
французскими и британскими математиками символического исчисления (см., например:
[3]). Исчисление Хевисайда (как и символическое исчисление) было хороню приспособлено
к решению дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Соответствую
щие результаты известны специалистам, им посвящена значительная историко-математиче
ская литература (например, [3], 14, с. 116—128] идр.). Значительно менее известными ока
зались энергичные попытки, предпринимавшиеся британскими математиками 40—60 гг.,
разработать аналогичные методы для уравнений с переменными коэффициентами. Лишь в
самое последнее время они стали объектом внимания историков (см. (4, 5]).

2. Отметим, что в XIX в. характер символического исчисления был несколько иным, чем
в нынешнем, когда, после обоснования работ О. Хевисайда, предпринятом в первые десяти
летия XX в., в операционное исчисление прочно вошли интегральные преобразования. По
пытки использовать их для обоснования символического исчисления предпринимались уже
О. Коши, однако в XIX в. они не обратили на себя особого внимания. Математики просто от
деляли функции, содержащие оператор дифференцирования, от их объектов и обращались
с ними как с алгебраическими величинами. При этом им, естественно, приходилось решать
вопросы интерпретации полученных символических формул. Об обосновании своих дейст
вий они совершенно не заботились.

Приведем маленький пример применения символического исчисления к решению дифферен
циальных уравнений. Уравнение и'(х) — Зи(х) = f(x) можно записать в виде (D — 3 )и = /,

1
 f(x). Для его ин-■ 3

d
где D = , откуда сразу получается «символическое* решение  и = D
терпретации используется «теорема смещения»:

De^y - e"^(D + а)у.

dx

1
—/(х) = e^^D-^e-^^f(x), где О

-I
— неопределенный интеграл, и, наконец, об-Поэтому

щее решение уравнения имеет вид: и - e^^Jc~^^f(x)dx.
Об условиях применимости такого рода методов, например, об условиях на функцию /, в

XIX в. не было и речи.
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в случае уравнений с переменными коэффициентами возникают трудности, связанные с
d

тем, что оператор дифференцирования ~ не коммутирует с оператором умножения на х.

Для их преодоления знаменитый английский математик Джордж Буль (1815—1864) в рабо
те (61 (1844) предложил использовать законы коммутации, т. е. соотношения, с помощью
которых можно было бы переставлять степени (положительные и отрицательные) этих опе
раторов. Одним из основных соотношений было равенство:

/э"/(л)и = /(л -

где f(x) — функция, раскладывающаяся в ряд по целым степеням х (в действительной обла-

*. Свои методы

(1)

d
сти, здесь и всюду в этой сгатье). Обычно брали операторы р = х, л —

Дж. Буль разрабатывал для решения линейных дифференциальных уравнений с рациональ
ными (полиномиальными) коэффициентами, записывая их с помощью соотношения (1) в
символическом виде:

dx

(d Id dо 20
“  ̂ ^ ̂  «+...= U{S),

^ 0 ' ' ' '
используя замену .x = e . В качестве общего метода он предложил решение уравнения (2) в
рядах, но основное внимание уделялось им поиску классов уравнений, разрешимых в конеч
ном виде. Как правило, исследования' направлялись на то, чтобы свести эти уравнения к си
стемам двучленных уравнений и создать готовые формулы решения последних. Например,
большое значение имела найденная Булем (1845) формула (см. о ней (51):

I d \
- e’PW/ —

(ро (2)dd

Id
+ <р'(х)/ (3)

d dx x

(здесь можно было бы провести параллель с современной формулой коммутации гамильто
ниана с экспонентой (см. (!])).

Имена большинства из последователей Дж. Буля — Б. Бронвина, Ч. Харгрева, Р. Кар
майкла, Ч. Грейвса, В. Споттисвуда, А. Кортиса. Г. Грира. С. Робертса и В. Рассела — вряд
ли могут сказать что-либо современному читателю. Разве только В. Донкин осхавил после
себя яркий след в истории аналитической механики**. Все они преподавали в университетах
Англии и Ирландии. Не все были профессиональными математиками, но в творчестве каж
дого математика занимала видное место. Большинство из них состояли членами Лондонского
Королевского общества или Королевской академии Ирландии.

В течение двадцати лет после появления работы Буля (6), они пытались создать символи
ческие методы интегрирования дифференциальных уравнений с переменными коэффициен
тами. Многие из их результатов (недалеко не все) вошли в трактат Буля (8] (см. также (9)).
Однако значительного успеха на этом пути им достичь не удалось. Их результаты оказались
забытыми. Обратили на них внимание сравнительно недавно (см. (4, 5]). Оказалось, что их
работы представляют большой историко-научный интерес. В настоящей заметке мы пока
жем, что они содержат, в частности, идею, к которой впоследствии пришел Р. Фейнман, и
неизвестный ранее оригинальный метод решения уравнения Бесселя.

3. Среди тех, кто вслед за Булем изучал свойства пекоммутирующих  дифференциальных
операторов, был известный английский математик и астроном Вильям Донкин (1814—
1869). Он с детства проявил блестящие способности  к языкам, математике и музыке. В воз
расте 18 лет он поступил в Оксфордский университет, через четыре года получил степень ба
калавра, а еще через три — магистра. В течение ряда лет он читал там лекции по математи
ке, а с 1842 г. занял должность профессора астрономии (которую занимал до самой смерти).
Вскоре он был избран членом Лондонского Королевского общества и Королевского Астроно
мического общества. Ему принадлежит ряд важных результатов по математике, астрономии
и физике, а его работа по акустике показывает его глубокие познания в теоретической и
практической музыке (более подробно биографию В. Донкина см. в: (Ю, с. 220]).

В 1850 г. В. Донкин опубликовал небольшую работу по символическому исчислению (11],
где впервые появились коммутаторы дифференциальных операторов w vi р ъ современных

в 1861 г. английский математик Вильям Рассел, используя сооткошемне (1), создал даже своеобразную
алгебру полиномов от этих операторов по аналогии  с алгеброй обычных многочленов (см. (7J-).

См., например: История механики с конца XVIIl в. до середины XX □. М.. 1972. С. 26—30.
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обозначениях, вида: [со, [со, ... [<о, р] ... Ц, где [со,/э] = wp — рсо. Он получил при этом
интересные операторные разложения. Например, если f(x) — функция, раскладывающаяся
в ряд по целым степеням х, то выполняется следующее равенство:

00

А=1

dI
гдеPj^ — [ш, [со, ... , [со, /э1 ... ] ]. Если взять со = D =

—У—'к раз
ла, которую ранее (в 1848 г.) вывел Чарльз Харгрев:

р = Х(х), то получится форму-dx'

to

[/(D). X] =
к=1

(об этой формуле см. [12]). В. Донкин получил также рекуррентное соотношение:

/«+*)(£)) = [/")(£)), х]*,
с помощью которого вывел следующее разложение:

CQ

С-1)‘d
1Б =2: (4)

kl
k=i

где yj — функция, представимая рядом Тейлора.
На эту формулу обратил внимание в 1879 г. в работе [13] ирландский математик Морган

Вильям Крофтон (1826—1915), которому принадлежит ряд статей по интерпретации симво
лических формул. В то время он был профессором математики в Королевской военной ака
демии в Вулидже**. М. Крофтон распространил формулу (4) на более общий случай, когда
функция ^ раскладывается в ряд по целым, положительным или отрицательным, степеням
X. При этом он записал ее в виде:

d
(5)/(D)X(x) = /(Оур(х - х)Х(х), ●dD

где X— «переменная, независимая от х, но совпадающая с ней после действия оператора
f(D)* (в обозначениях В. П. Маслова (см. [ I ]) формулу (5) можно было бы записать в виде:

(d 2  1 3

f{D)X{x) = f{Oyp{x - х)Х(х)).dD
_  \ /
одесь впервые появилась вышеупомянутая идея Р. Фейнмана. Формула (5) дает первый при
мер упорядоченных операторов, а формула (4) — ее «распутанный» (см. [2]), т. е. «обыч
ный», вид.

Взяв у?(х) = е^, М^ Крофтон получил, как простейшее су1едствие из формулы (5), извест

ное соотношение: е <^^f{D)X{x) = e“^/(D)e^X(je), где е  = f{D + Л).
Вернемся к В. Донкину. Как и другие математики Британской школы символического ис

числения, он использовал это исчисление для решения известных дифференциальных урав
нений. В частности, ему принадлежит, по-видимому, самьгй короткий и простой символиче
ский способ решения уравнения Бесселя (см. [14]). При этом он удачно использовал неко
торые идеи Буля, оставленные последним без применения (о символическом способе
решения уравнения Бесселя, принадлежащем Булю, см. [5]; см. также [ 15, гл. IV]).

(р-и п(п + 1)“  /о
Решая уравнение Бесселя д = О, В. Донкин заметил, что

dx

* Отметим, что такого рода соотношения были известны еще французскому математику Б. Бриссшту (см. 112]).
Биографию М. В. Крофтона см. в: Crone J. S. А concise dictionary of Irish biography. Dublin, 192S.

«V



147Е. А. ЕФИМОВА

«(« + 1) П - 1'Ч / ”\ /-
-)●

D +£) -2
X

d 1л

. Осуществляя последовательно замену: и = ^
,  , пг „

он получил в итоге очень простое уравнение: (D + kr)Vn = 0. Учитывая, что D — х Dx

где D — VI. VIdx

дг"^£)—j”(Cisinfcjif + С2СОзЛх)(С1,С2

=

—m

m = J. он нашел решение уравнения Бесселя: и =

произвольные постоянные).
К середине 60-х гг. прошлого века исследования, связанные с разработкой символических

методов решения дифференциальных уравнений, были прекращены. По-видимому, было бы
трудно ожидать иного на том уровне развития математики. Понадобилось ровно сто лет, что
бы необходимый для реализации этих идей уровень был достигнут.
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